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Résumé
Dans cette Note, nous montrons que contrairement au cas de la dimension 3, il n'existe guére de variété sous-riemannienn
de contact isotrope en dimension supérieure BoBr citer cet article: A.-R. Mansouri, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339
(2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
Abstract

On isotropic sub-Riemannian contact manifolds. In this Note, we show that contrary to the dimension 3 case, isotropic
contact sub-Riemannian manifolds of dimension greater than 3 do notExiste this article: A.-R. Mansouri, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

SoientM une variété lisse de dimension 2 1 (n € N*), @ une 1-forme de contact s, D la distribution
noyau dew et (-, -)p une métrique riemannienne stx. La donnéeM, D, (-, -)p) définit une structure sous-
riemannienne de contact sif. Il existe alors localement su# un co-repere mobiI&Ewl-)l.zflrl (dit adapté a la
structure sous-riemannienne) tel que la distributrsoit donnée en tout point par le noyau @&*! et que
la métrique sous-riemannienne puisse s'écfirép = o' @ w! + --- + 0¥ ® w?*, et tel que la 2 + 1-forme
extérieurew? 1 A dw?t1 A ... A dw? ! soit partout non-nulle (condition de contact). Lensemble des co-
reperes locaux dé/ adaptés a la structure sous-riemannietMe D, (-, -)p) forme un fibré principal suM
et la réduction du groupe structural de ce fibré définit une G-structure canoniquement associée a la structure sou:
riemannienne. De plus, cette G-structure est elf@ma munie d’'un co-repére canonique; un difféomorphisme
de cette G-structure preservant ce co-repére canonique est dit automorphisme et la variété sous-riemannient
(M, D, (-, -)p) est dite isotrope si le groupe d'automorphismes de la G-structure canonique associée agit
transitivement.
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La classification des variétés setismanniennes de contact isotropes en dimension 3 a été complétée par
Hughen [6] et il en ressort que ces derngree dépendent que d’'une constante régllesi K > 0, la variété
est localement équivalente a &), si K < 0, la variété est localement équivalente A&IR), tandis que pour
K =0, la variété est localement équivalente au groupe d’Heisenberg.

En utilisant la méthode équivalence de Cartan [1,5,7], nousphcitons la G-structure canoniquement
associée a une variété sous-riemannienne de contadintension impaire arbitraire, ainsi que le co-repére
canonique défini sur cette structure (voir aussi [4,BBs équations de structure de ce co-repére canonigue nous
déduisons immédiatement la non-existence de varigddis-riemanniennes de contact isotropes de dimension
supérieure a 3.

2. Equivalencelocale

Soit (M, D, {-,-)p) une variété sous-riemannienne de dimensian+21 (n € N*). Un diffomorphisme
¢ : M — M preserve la structure sous-riammienne si et seulementgi(D) =D et ¢*((-, -yp) = (-, -)p. ll en
résulte qu’un diffeomorphismg: M — M préserve la structure sous-riemannienn@si et seulement si pour
tout co-repére adapté local= (w;)?"}* de M, ¢*» = (¢*w;)?'T* constitue aussi un tel co-repére. L'ensemble
des co-reperes adaptésdeforme donc un fibré principaby — M de groupe structuralo défini par

G0={<A b)‘AeO(Zn) beR?, ceR*}

Le probleme d’équivalence de deux variétés sous-riemanniennes se raméne donc a I'équivalenceGide deux
structures, c’est-a-dire au systéme de Rféif = 6 sur5p, oU0 = gw eto = gw, avecg, g € Go.

3. Equationsde structure

Deux normalisations permettent de réduire le groupe struatiyalu sous-group&, donné par

A
G2:{<O il) ‘AeSO(Zn)}
pourn pair, et

A
GZZ{(O de(A)) ‘AEO(Z”)}

pourn impair. Le sous-fibré correspondd’m de Bp de groupe structurak, peut étre muni canoniquement d’un
co-repergf?, ..., 0% o, ... a5, lesa), 1<i < j < 2n, étant les formes de Maurer—Cartan 6lr

n

Proposition 3.1. Les équations de structure du co-repére canonigide. .., 621, a3, ..., a3 1) sur B, sont

données par
Za AG7 +ZT 67 Ao+ 1<i < 2n,

d92n+1 Z Sklek /\91
1<k<I<2n

2n
da;- =Zo¢}; /\ozlj‘-—i— Z K;kZQk/\GI

k=1 1<k<I<2n, k>i
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+ > (KN TS — T S — T Sji+ T Su )0k A 0
1<k<I<2n, k<i

+ Y KON Y (Ki TS — TS+ T 5:)0" 6"+ K67 A 67

Jij
j<l<2n i<l<j
aT!  AT!
> (a—(;—ﬁ’;ysz"”, 1<i<j<2n,
1<k<2n

ou TJ? = Tl.j, V1<i, j<2n, T2'=— Y27 T/ etla condition de contact est donnée par la relation

k1lq---knl
Z € v nnSklll'”Sknln :1’ (1)
1<i<nidgki <l <2n

ekilikiln gtant la signature de la permutatiqiyly . . . k,1,) de(1...2n).

Les équations de structure détaillées dans la Propositib sont obtenues en mettant a profit les conditions
d’intégrabilité 6’ =0, i = 1,...,2xn. La condition d'intégrabilité &2t1 = 0, quant a elle, méne au résultat
suivant :

Proposition 3.2. En définissans;; = —S;; pour toutl <i < j < 2n,0n a:

2 2n+1
n + 3Skl

dSiu = > (Sye + Sixe)) + > ﬁef Vi<k<I<2n.
j=1 j=1

4. Variétés sous-riemanniennes de contact isotropes

Le co-repered?, ..., 0% ol ... a2""1) étant déduit canoniquement du co-rep@k . .., 6%'*1) surm,

n
tout automorphismep: B> — B> du Go-fibré B, préserve le co-repéred?l, ... 02+1, a%, a2 En
particulierg préserve aussiles mvarlarit’%kl, T!, Sy, des équations de structure.

Supposons maintenant qU&, D, (-, -)p) 30|t une variété sous-riemannienne isotrope de dimension 2.
L'action du groupe d’automorphismes dip-fibré 5, étant transitive, il en résulte que les fonctions de structure
K}kl, T; Sk sont constantes. Il en découle en particulier gSg € 0 pour tout 1< k </ < 2n. Les équations
de structure de la Proposition 3.2 impliqueht = S; =0, V1< j<2n, j#k, j#I, V1<k<I<2n. Ces
relations sont trivialement vérifiées lorsqieest de dimension 3:(= 1) ; en dimension supérieure ai3% 1),
ces relations impliquerfiy; = 0, V1 < k < < 2n. Or ceci contredit la condition de contact donnée par I'Eq. (1).
Par suite,

Théoréme 4.1. Pour n entier strictement supérieur & il n'existe aucune variété sous-riemannienne de contact
isotrope de dimensio2n + 1.

Remarque 1. Une démonstration alternative du Théoréme delfaisant pas usage de la Proposition 3.2 a été
proposée dans [2] et procede comme suit : la propriété d'isotropie contraint les forfi@gnétre constantes ;
or, le long d’'une fibre de la G-structure, la formié (j =1,...,2n) varie selona}el, ou la matrice(a}) est

orthogonale. Par suite, il découle de la Proposition 3.1 qu&Jesrient selorSija,ia/. En dimension 3, il nexiste
gu’une seule composantg,, et celle-ci est déja constante. En dimensitrictement supérieure a 3, par contre,
pour que les fonctionSy; soient constantes il est donc nécessairellpsasoient toutes nulles ; or ceci contredit la
condition de contact de I'Eq. (1).
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Remer ciement

L'auteur tient a remercier les professeurs Richard Montgomery et Elisha Falbel de leurs remarques fort
précieuses.
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